Points rationnels et groupes fondamentaux : applications de la
  cohomologie $p$-adique by Chambert-Loir, Antoine
ar
X
iv
:m
at
h/
03
03
05
2v
1 
 [m
ath
.A
G]
  5
 M
ar 
20
03
Séminaire BOURBAKI Mars 2003
55
e
année, 2002-2003, n
o
914
POINTS RATIONNELS ET GROUPES FONDAMENTAUX :
APPLICATIONS DE LA COHOMOLOGIE p-ADIQUE
[d'après P. Berthelot, T. Ekedahl, H. Esnault, et.℄
par Antoine Chambert-Loir
Dans et exposé, je présente trois résultats onernant les variétés algébriques en
aratéristique positive :
a) Deux variétés propres et lisses sur Fq qui sont géométriquement birationnelles ont
même nombre de points rationnels modulo q (f. T. Ekedahl, [25℄).
b) Sur un orps ni, une variété propre et lisse qui est de Fano, ou bien géométrique-
ment faiblement unirationnelle, ou plus généralement rationnellement onnexe par
haînes, a un point rationnel (H. Esnault, [26℄).
) Sur un orps algébriquement los de aratéristique p > 0, le groupe fondamental
d'une variété propre et lisse qui est de Fano, ou bien géométriquement faiblement
unirationnelle, ou plus généralement rationnellement onnexe par haînes, est un
groupe ni d'ordre premier à p (f. T. Ekedahl, [25℄).
Le point ommun des démonstrations est un ontrle des valuations p-adiques des
valeurs propres de Frobenius. Elles gagnent don à être présentées dans le adre d'une
théorie ohomologique p-adique. La ohomologie rigide, développée par P. Berthelot,
fournit l'outil idéal pour ela. Elle a onnu réemment des progrès importants et je déris
le formalisme auquel elle donne lieu. Les énonés i-dessus s'obtiennent en ontrlant
les pentes des F-isoristaux que fournit la ohomologie rigide.
Je voudrais remerier P. Berthelot, J.-L. Colliot-Thélène, O. Debarre, H. Esnault,
B. Kahn, Y. Laszlo et J-P. Serre pour leurs onseils ou suggestions.
1. AUTOUR DU THÉORÈME DE CHEVALLEY-WARNING
Je ommene et exposé par un énoné élémentaire et assez anien, dû à C. Chevalley
et E. Warning [67℄.
Théorème 1.1.  Soit F un orps ni, q son ardinal et p sa aratéristique. Soit
F1, . . . , Fr des polynmes en x1, . . . , xn, à oeients dans F et de degrés d1, . . . , dr. Si
n > d1 + · · ·+ dr, le nombre de solutions dans F
n
du système
(1.2) F1(x1, . . . , xn) = · · · = Fr(x1, . . . , xn) = 0
91402
est multiple de p.
La démonstration lassique est très simple et repose sur le fait que pour x ∈ F, xq−1
vaut 1 si x 6= 0 et 0 sinon. Ainsi, le nombre de solutions du système est ongru modulo p
à l'expression ∑
x∈Fn
r∏
i=1
(1− Fi(x)
q−1).
Le produit
r∏
i=1
(1− Fi(x)
q−1)
est un polynme de degré ≤ (q − 1)
∑
di. Soit
cmx
m1
1 . . . x
mn
n
un de ses monmes non nuls. On a don m1+ · · ·+mn ≤ (q−1)
∑
di < n(q−1) si bien
que néessairement, l'un des entiers mi, disons m1, est stritement inférieur à q − 1 et∑
x∈Fn
cmx
m1
1 . . . x
mn
n = cm
n∏
i=1
∑
t∈F
tmi = 0
puisque ∑
t∈F
tm =
{
−1 si (q − 1) divise m et m ≥ 1,
0 sinon.
Ce théorème a été généralisé par J. Ax [1℄ et N. Katz [39℄ :
Théorème 1.3.  Si b désigne le plus petit entier tel que
b ≥
n−
∑
di
max di
,
le nombre de solutions du système (1.2) est divisible par qb.
Leurs démonstrations sont assez savantes. Celle qu'a proposée réemment D. Wan
dans [66℄ est en revanhe élémentaire et tout à fait dans l'esprit de elle du théorème 1.1.
Elle ommene par une rédution des salaires (à la Weil) au as du orps premier Fp,
introduite dans e ontexte par C. Moreno et O. Moreno [57℄ : si on xe une base de
F sur Fp, de ardinal a, on se ramène à un système de ar équations en nr variables de
degrés d1, . . . , dr (a fois). Le nouvel entier b est ainsi égal à a fois l'anien si bien que la
ongruene pour le nouveau système implique elle du théorème 1.3.
Pour ontinuer la démonstration, dans le as où F = Fp, il est ommode d'introduire
l'anneau Zp des entiers p-adiques. C'est un anneau de valuation disrète omplet, de
aratéristique 0, de orps résiduel Fp ; son idéal maximal est engendré par p ; il ontient
les p raines de l'équation xp − x = 0 (notons S et ensemble). L'idée de base est
maintenant que pour x ∈ Zp, x
pn(p−1)
est ongru modulo pn à 1 si x 6≡ 0 (mod p), et à 0
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si x ≡ 0 (mod p). Le nombre de solutions du système (1.2) est ainsi ongru modulo pn
à l'expression ∑
x∈Sn
r∏
i=1
(
1− Fi(x)
pn(p−1)
)
.
Par réurrene sur r, il sut de montrer que
∑
x∈Sn
r∏
i=1
Fi(x)
pn(p−1) ≡ 0 (mod pb),
e que fait Wan en développant F
pn(p−1)
i puis en onstatant que la valuation des divers
symboles du multinmes et elle de la somme de puissanes qui apparaissent s'ajoutent
pour dépasser b. (C'est tout de même assez déliat.)
2. FONCTIONS ZÊTA ET COHOMOLOGIES DE WEIL
Soit F un orps ni, notons q son ardinal. Dans [68℄, A. Weil avait introduit pour
tout système d'équations polynmiales à oeients dans F, voire tout F-shéma V de
type ni, la série génératrie
ZV (t) = exp
(∑
a≥0
|V (F(a))|
ta
a
)
où F(a) désigne l'unique extension de F de degré a. B. Dwork [24℄ a démontré que
'est une fration rationnelle (première onjeture de Weil). Ses zéros et ses ples sont
néessairement des entiers algébriques. En fait, la ongruene du théorème 1.3 implique
qu'ils sont divisibles par qb dans l'anneau des entiers algébriques.
Les deux autres onjetures de Weil ont été démontrées par A. Grothendiek (ratio-
nalité et équation fontionnelle) dans SGA 5 et P. Deligne (analogue de l'hypothèse de
Riemann, [23℄), grâe à l'introdution de la ohomologie (étale) ℓ-adique, où ℓ est un
nombre premier distint de p. L'utilité d'une telle théorie ohomologique avait déjà été
pressentie dans l'artile de Weil. En eet, V dispose d'un endomorphisme de Frobe-
nius F et l'ensemble V (F(a)) n'est autre que le lieu des points xes de F a ; il faudrait
pouvoir disposer alors d'une formule des traes de Lefshetz. Les onditions néessaires
sur une telle ohomologie ont été rapidement formalisées sous le nom de ohomologie
de Weil : la théorie ohomologique doit vérier la formule de Künneth, la dualité de
Poinaré, fournie par une lasse fondamentale, et les sous-variétés (non néessairement
lisses) doivent posséder une lasse de ohomologie, ompatibles au produit d'interse-
tion et à la lasse fondamentale. Tout ei est exposé en détail dans [47℄, en lien ave les
théorèmes de Lefshetz faible et diile, les onjetures  standard  et la onjeture
de Hodge.
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Lorsque ℓ 6= p, la ohomologie étale ℓ-adique est eetivement une ohomologie de
Weil. Lorsque ℓ = p, e n'est pas vrai : H i(X,Qp) est nul dès que i > dimX e qui
viole la dualité de Poinaré.
Finalement, par voie ℓ-adique, on sait que la fontion zêta d'un F-shéma géométri-
quement onnexe, propre, lisse de dimension d, est de la forme suivante :
ZX(t) =
P1(t) . . . P2d−1(t)
P0(t) . . . P2d(t)
,
où Pi(t) ∈ Z[t], ave P0(t) = 1 − t, P2d(t) = 1 − q
2dt ; si Pi(t) =
∏bi
j=1(1 − aijt), on
sait aussi que les aij sont des entiers algébriques de valeur absolue arhimédienne q
i/2
(hypothèse de Riemann) et, si ℓ 6= p, de valeur absolue ℓ-adique nulle.
L'interprétation des valuations p-adiques des aij , et notamment de ongruenes du
type fourni par les théorèmes 1.1 et 1.3 justie la reherhe d'une théorie ohomologique
de Weil qui soit p-adique.
Il y a un autre intérêt  sur lequel insiste Kedlaya  des ohomologies p-adiques
que je vais dérire maintenant : elles sont par nature plus alulables que ne l'est
la ohomologie étale. Il est par exemple remarquable que soient apparus réemment
trois algorithmes eaes (Satoh [61℄, Kedlaya [43℄, Lauder-Wan [49℄) pour aluler le
nombre de points de ertaines variétés algébriques sur un orps ni, et tous trois sont
de nature p-adique. Celui de Kedlaya repose sur l'expliitation de la ohomologie de
Monsky-Washnitzer, elui de Lauder-Wan est inspiré de la démonstration par Dwork de
la rationalité de la fontion zêta. De même, 'est par des tehniques p-adiques que Bom-
bieri [12℄ a étudié le degré des numérateurs et dénominateurs de fontions rationnelles
assoiées à des sommes d'exponentielles.
3. COHOMOLOGIES p-ADIQUES
Mais avant ela, il faut peut-être dire pourquoi il n'existe pas de ohomologie de Weil
sur la atégorie des variétés algébriques projetives lisses sur un orps algébriquement
los de aratéristique positive à valeur dans la atégorie des Q-espaes vetoriels de
dimension nie. Pour toute ohomologie de Weil à valeurs dans les K-vetoriels (K est
un orps ommutatif), leH1 d'une ourbe elliptique E est de dimension 2. De plus, pour
tout endomorphisme non nul α de E, l'endomorphisme α∗ : H1(E)→ H1(E) est injetif,
d'où une injetion de l'anneau (opposé à elui) des endomorphismes de E dans l'anneau
des matries 2×2 à oeients dans K. En aratéristique 0, tout irait bien (d'ailleurs,
la ohomologie singulière est une ohomologie de Weil), mais en aratéristique nie,
il existe des ourbes elliptiques supersingulières dont l'anneau des endomorphismes est
plus gros que prévu : 'est une algèbre de quaternions sur Q. Comme une telle algèbre
ne se plonge pas dans M2(Q), il n'y a pas de ohomologie de Weil à oeients dans Q.
M. Deuring a même montré que l'algèbre de quaternions End(E) ⊗Q est ramiée en
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p et l'inni, 'est-à-dire que End(E)⊗Qp et End(E)⊗R sont des orps gauhes. Cela
empêhe aussi K = Qp ou K = R. (Cet argument est dû à J-P. Serre, f. [32℄.)
La théorie que nous utiliserons dans et exposé est la ohomologie rigide, onstruite
par P. Berthelot. Elle unie deux théories disjointes qui sont la ohomologie de Monsky-
Washnitzer [56℄, valable pour les variétés anes et lisses, et la ohomologie ristal-
line [32, 2℄, qui a de bonnes propriétés pour les variétés propres et lisses. Cette théorie
est enore éparpillée dans la littérature, et un petit guide de leture ne sera peut-être
pas inutile. Il faudrait aussi iter les travaux de Y. André, F. Baldassarri, P. Berthelot,
B. Chiarellotto, G. Christol, R. Crew, B. Dwork, Z. Mebkhout, P. Robba, N. Tsuzuki...
Je trouve l'introdution que propose Berthelot dans [3℄ très agréable à lire ; le gros
artile [4℄ fournit des détails importants dans la onstrution (les fameux  théorèmes
de brations ). L'artile [6℄ est très important : outre la démonstration du fait que la
ohomologie rigide d'une variété lisse est de dimension nie, on y trouve les théorèmes
de omparaison ave les théories de Monsky-Washnitzer et ristalline. Conernant e
théorème de nitude, itons aussi l'artile [54℄ de Z. Mebkhout qui propose une dé-
monstration de la nitude de la ohomologie de Monsky-Washnitzer indépendante des
théorèmes de de Jong sur l'existene d'altérations. Notons que la nitude de la ohomo-
logie de Monsky-Washnitzer n'était pas onnue avant es deux artiles, à l'exeption du
H0 et du H1 par P. Monsky. La nitude de la ohomologie rigide dans le as général est
démontrée (indépendamment) dans l'artile [31℄ de E. Grosse-Klönne et dans elui [65℄
de N. Tsuzuki dans lequel il établit un théorème de desente ohomologique propre.
La dualité de Poinaré et la formule de Künneth sont établies dans la note [5℄ de
Berthelot. Enn, l'existene de lasses de Chern est démontrée par D. Petrequin [59℄.
Qu'est e que la ohomologie rigide ? Disons tout d'abord que 'est une sorte de
ohomologie de de Rham. Fixons quelques notations : soit k un orps de aratéristique
p > 0, xons alors un anneau de valuation disrète omplet V de orps résiduel k,
dont nous noterons K le orps des frations, supposé de aratéristique zéro, et π un
générateur de l'idéal maximal de V. Nous supposerons que V admet un endomorphisme
σ qui se réduit modulo π en l'automorphisme de Frobenius σ : x 7→ xp de k ; alors, σ
s'étend en un endomorphisme de K. Dans tout e qui va suivre, on peut se limiter au
as important où le orps k est supposé parfait et où V est l'anneau des veteurs de
Witt de k.
Soit X un k-shéma et essayons de dénir la ohomologie rigide de k. Ce seront
des K-espaes vetoriels. Le as idéal est elui où X est la rédution modulo p d'un
V -shéma propre et lisse X . Dans e as, X dispose d'une ohomologie de de Rham
dénie algébriquement : l'hyperohomologie du omplexe des formes diérentielles sur
X˜ ; e sont des V-modules de type ni. Un point ruial, déjà à la base de l'existene de
la ohomologie de MonskyWashnitzer, est que es modules ne dépendent pas du hoix
de X  autrement dit, si X ′ est un autre V-shéma propre et lisse de même rédution
modulo p, on a un isomorphisme anonique H∗DR(X ) ≃ H
∗
DR(X
′).
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Du point de vue topologique, une variété plongée dans un espae lisse est rétrate
par déformation d'un voisinage tubulaire assez petit, et il est possible de dénir sa
ohomologie à l'aide de elle de es voisinages. En aratéristique zéro, Hartshorne [34℄
avait étudié une ohomologie de de Rham pour des variétés singulières dénie suivant
es lignes ; le rle du voisinage tubulaire y est joué par le omplété formel de l'espae
ambiant le long de la variété dont il s'agit de dénir la ohomologie.
La dénition de la ohomologie rigide  naïve  suit ette approhe si e n'est qu'il faut
plonger et relever. Supposons don queX est un sous-shéma d'un shéma propre et lisse
P , rédution d'un V-shéma P ; l'exemple important est bien entendu l'espae projetif.
À P est assoiée une variété analytique rigide, notée P  'est une struture plus rihe
que la struture analytique p-adique naïve sur P ⊗K qui donne lieu à une théorie des
faiseaux non triviale (penser que la topologie de K est totalement disontinue !).
Un point de P se spéialise en un point de P : dans le as de l'espae projetif, il sut
de hasser les dénominateurs pour qu'un point soit à oordonnées homogènes dans V,
non toutes multiples de π, puis de réduire modulo π es oordonnées homogènes. Dans
P, on peut alors dénir le tube de X omme l'ensemble des points de P qui se réduisent
en un point de X . Ce tube, noté usuellement ]X [, est une variété analytique rigide (pas
forément quasi-ompate). Par exemple, si X = {0} et P = P1, ]X [ s'identie au
 disque unité ouvert , formé des x ∈ K tels que |x| < 1. Si X = A1 et P = P1, ]X [
est alors le  disque unité fermé , formé des x ∈ K tels que |x| ≤ 1.
La ohomologie rigide naïve de X est la ohomologie de de Rham du tube de X .
D'après un théorème de bration, elle ne dépend pas du hoix de P. Si l'on peut
prendre P = X , 'est-à-dire si X est propre, lisse et relevable, la ohomologie dénie
n'est autre que la ohomologie de de Rham tensorisée par K. Si X est propre et lisse,
on retrouve la ohomologie ristalline de X tensorisée par K. Ce sont en partiulier des
K-espaes vetoriels de dimension nie.
En revanhe, si X n'est pas propre, ela ne sut pas. Prenons l'exemple de la droite
ane X = A1 et de son tube ]X [ = {x ; |x| ≤ 1}. Le omplexe de de Rham dont la
ohomologie rigide naïve est la ohomologie est donné par
K{x} → K{x}, f =
∑
anx
n 7→ f ′ =
∑
nanx
n−1,
où K{x} est l'anneau des séries entières à oeients dans K dont les oeients
tendent vers 0 (de sorte qu'elles onvergent sur le disque fermé). On a bien H0
naïf
(A1) =
K, mais H1
naïf
(A1) n'est pas nul puisque la série f =
∑
pnxp
n−1
n'a pas de primitive
dans K{x}. En fait, H1
naïf
(A1) est même de dimension innie.
Monsky et Washnitzer ont remarqué que la situation s'arrange notablement si l'on
remplae l'anneau K{x} par elui des fontions qui onvergent dans un disque un
peu plus gros que le disque unité (on dit qu'elles suronvergent). Notons K〈x〉† et
anneau : il est formé des séries
∑
anx
n
telles que lim sup log|an|/ logn < 0. Le omplexe
de de Rham suronvergent de la droite ane a alors la ohomologie attendue ar si
f =
∑
anx
n
onverge sur le disque |x| ≤ λ, ave λ > 1, ses primitives onvergent sur le
disque ouvert |x| < λ, don sur tout disque fermé |x| ≤ λ′ ave 1 < λ′ < λ.
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C'est ainsi que pour dénir la ohomologie rigide en général, il faut introduire e que
Berthelot appelle des voisinages strits du tube (analogues des disques fermés |x| ≤ λ
pour le disque unité) et la ohomologie du omplexe de de Rham formé des formes
diérentielles suronvergentes, 'est-à-dire que onvergent dans un voisinage strit non
préisé de ]X [.
Outre la ohomologie rigide H i
rig
(X/K), Berthelot dénit aussi une ohomologie à
support H∗
rig,Z(X/K) (pour Z ⊂ X) et une ohomologie à support propre H
∗
rig,c(X/K).
Ils sont de dimension nie (voir les référenes plus haut). Ce sont les analogues algé-
briques de la ohomologie d'une paire et de la ohomologie à support propre.
Ces espaes de ohomologie sont ompatibles à l'extension des salaires si K ′ est une
extension isométrique de K, d'anneau de valuation V ′, de orps résiduel k′, il existe un
isomorphisme anonique
K ′ ⊗K H
∗
rig
(X/K)
∼
−→ H∗
rig
(X ′/K ′),
où X ′ = k′ ⊗k X . (Voir [6℄, prop. 1.8, pour le as d'une extension nie, le as général
est plus diile et est armé à la n de [5℄.)
Disons un mot des fontorialités dont disposent es ohomologies. La ohomologie
rigide est naturellement ontravariante pour les morphismes de k-shémas. La oho-
mologie à support propre n'est ontravariante que pour les morphismes propres, et est
ovariante pour les immersions ouvertes. Sur la ohomologie rigide des variétés lisses, la
dualité de Poinaré permet d'en déduire une fontorialité ovariante (ave un déalage
de deux fois la dimension) pour les morphismes propres ( morphismes de Gysin ).
Le morphisme de Frobenius FX n'est pas un morphisme de k-shéma, sauf si k = Fp,
mais il se fatorise en
X
FX/k
−−−→ k ⊗σ X → X
où le premier morphisme est k-linéaire et le seond est le morphisme de hangement
de base par le Frobenius σ de k. Grâe à la ompatibilité des salaires, si σ est un
endomorphisme de V qui induit le Frobenius modulo π, on en déduit un endomorphisme
σ-linéaire de la ohomologie rigide :
F : H∗
rig
(X/K)→ H∗
rig
(X/K), F (ax) = σ(a)F (x),
et de même pour les ohomologies à support et à support propre.
Les espaes de ohomologie rigide s'insèrent dans des suites exates d'exision fami-
lières : si U est un ouvert de X et Z le fermé omplémentaire, on a des suites exates
H i
rig,c(Z/K)→ H
i
rig,c(X)→ H
i
rig,c(U)
[+1]
−−→
et
H i
rig,Z(X/K)→ H
i
rig
(X)→ H i
rig
(U)
[+1]
−−→ .
Celles-i sont d'ailleurs équivariantes pour les divers morphismes de Frobenius (voir [15℄,
th. 2.4).
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Dans tout ei, je n'ai en fait parlé que des  oeients onstants . L'analogue des
faiseaux loalement onstants est fourni par les F -ristaux suronvergents : e sont
des brés vetoriels sur un voisinage strit du tube munis d'une onnexion intégrable
et d'une struture de Frobenius. La ohomologie à support propre d'un F-isoristal
suronvergent et la formule des traes de type Lefshetz sont étudiées dans les ar-
tiles [27, 28℄ d'Étesse et Le Stum. La nitude de la ohomologie rigide d'un F-isoristal
suronvergent, la dualité de Poinaré et la formule de Künneth sont démontrées dans
la prépubliation [44℄ de K. Kedlaya.
La théorie des D-modules arithmétiques de Berthelot est ensée fournir une atégorie
de oeients stable par les six opérations de Grothendiek, mais à ma onnaissane,
ei n'est pas enore démontré.
4. F-ISOCRISTAUX
(Pour e paragraphe, l'artile [41℄ de Katz est un must.) Supposons pour simplier
que k est un orps parfait de aratéristique p > 0, V l'anneau des veteurs de Witt de k
et K son orps des frations. Soit σ l'automorphisme de V qui relève l'automorphisme
de Frobenius de k ; il s'étend à K.
Définition 4.1.  Un F-isoristal sur K est un K-espae vetoriel de dimension nie
muni d'un endomorphisme σ-linéaire injetif.
Par exemple, soit α ∈ Q∗ un rationnel non nul, notons α = r/d ave (r, d) = 1 et
d > 0, et soit Mα = K
d
, de base (e1, . . . , ed), muni de l'endomorphisme σ-linéaire F
donné par
F (e1) = e2, . . . , F (ed−1) = ed, F (ed) = p
re1.
De même, les espaes de ohomologie rigide d'un shéma de type ni sont naturellement
des F -isoristaux (l'injetivité n'est pas évidente et sera établie au paragraphe suivant.)
Si (M,F ) est un F-isoristal, on peut exprimer F dans une K-base de M à l'aide
d'une matrie A ∈ Mn(K) (n = dimK M). Il y a aussi une notion évidente de somme
direte, de produit tensoriel, extérieur, symétrique, d'homomorphisme de F -isoristaux.
Si le orps k est algébriquement los, la atégorie des F -isoristaux a été éluidée par
J. Dieudonné et Yu. Manin [50℄ : tout F-isoristal est somme direte de F -isoristaux
(simples) du type Mα. Cela permet de dénir les pentes d'un F-isoristal M : e sont
les rationnels α tels que Mα soit un sous-objet de M . Si M ≃
⊕
Mnαα , la mutipliité
de la pente α dans M est par dénition égale à nα dimMα.
Si le orps k n'est pas algébriquement los, les pentes d'un F-isoristal sont elles du
F-isoristal obtenu après tensorisation par le orps des frations de W (F¯p).
Quel que soit le orps k, pour tout rationnel α, on peut dénir failement le plus
grand sous-F-isoristal M≥α de M dont les pentes sont ≥ α. Fixons une base de M ,
d'où on déduit une norme ultramétrique ‖·‖ surM . L'ensembleM≥α des x ∈M tels que
la suite (‖F n(x)‖pαn)n soit bornée est un sous-K-espae vetoriel de M , stable par F ;
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il ne dépend pas de la base hoisie. Cela dénit une ltration déroissante de M par des
sous-F -isoristaux, exhaustive (si les oeients d'une matrie de F sont de valuation
≥ r, M =M≥r, plus un raisonnement analogue pour F−1).
Pour synthétiser les pentes d'un F-isoristal, il est ommode de dénir son polygone
de Newton. Si les pentes de (M,F ) sont les rationnels α1 ≤ · · · ≤ αn, omptées ave
multipliités (don dimM = n), 'est par dénition l'unique fontion NwtM : [0;n]→ R
qui est ane par moreaux, ontinue, vérie NwtM(0) = 0 et est de pente αj sur
l'intervalle [j; j + 1].
Lorsque le orps k est ni, on a une autre aratérisation des pentes. Supposons pour
simplier que σa soit l'identité, e qui est vérié dans le as important où k = Fpa et
V =W (k). L'appliation F a est alors K-linéaire et la déomposition de Jordan fournit
une autre aratérisation des pentes :
Proposition 4.2.  Soit M un F-isoristal et supposons que σa = id. Soient
λ1, . . . , λn les valeurs propres de l'appliation K-linéaire F
a
. Les pentes de M sont les
ordp(λi)/a.
Combinons ette proposition ave la formule des traes de Lefshetz en ohomologie
rigide : En eet, si X est un shéma séparé de type ni sur un orps ni Fq, ave q = p
a
,
on a pour tout entier n ≥ 0,
|X(Fq)| =
2 dimX∑
i=0
(−1)iTr(F an|H i
rig,c(X/K)).
Ainsi, on onstate que minorer les pentes de la ohomologie rigide à support propre
fournit des ongruenes p-adiques pour sa fontion zêta. Préisément : ontrler la
partie de pente 0 implique des ongruenes modulo p pour |X(Fq)|, ontrler la partie
de pentes < 1 des ongruenes modulo q.
Dans ette veine, il faut iter un résultat fondamental, dû à Mazur [52, 53℄ moyennant
des hypothèses restritives, et Ogus [7, hap. 8℄ en général. SoitX un k-shéma propre et
lisse ; sa ohomologie rigide (ristalline en fait) fournit un F-isoristal Hm
ris
(X/W (k))⊗
FracW (k) dont nous noterons Nwt
(m)
X le polygone de Newton. Par ailleurs, X a des
nombres de Hodge hi = dimkH
m−i(X,ΩiX/k). Dénissons le m-ième polygone de Hodge
de X , Hdg
(m)
X , omme la fontion ontinue ane par moreaux qui vaut 0 en 0, est de
pente 0 sur l'intervalle [0; h0], de pente 1 sur l'intervalle [h0; h0 + h1], et.
Théorème 4.3.  On a l'inégalité Nwt
(m)
X ≥ Hdg
(m)
X .
On en déduit des théorèmes de type Chevalley-Warning et notamment une autre
démonstration du théorème 1.3 de Ax-Katz dans le as lisse et homogène.
Corollaire 4.4 (à la ChevalleyWarning).  Soit X une intersetion omplète lisse
de dimension d dans Pn−1, dénie sur le orps ni Fq. Alors, le nombre de points
de X(Fqs) est égal au nombre de points de P
d(Fqs) modulo q
bs
où b est le plus petit
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entier i ≥ 0 tel que dimHd−i(Ωi) 6= 0. (Si d1, . . . , dr sont les degrés des hypersur-
faes qui dénissent X , l'entier b est égal au plus petit entier supérieur ou égal à
(n−
∑
di)/max(di).)
5. PENTES DE LA COHOMOLOGIE RIGIDE
Je donne dans e paragraphe deux résultats généraux onernant les pentes de la
ohomologie rigide à support propre. Le premier dérit la partie de pente 0, le seond
préise les pentes possibles.
Théorème 5.1.  Pour tout shéma X, séparé et de type ni sur un orps algébri-
quement los de aratéristique p > 0, on a un isomorphisme anonique
H i
ét
(X,Qp)⊗K ≃ H
i
rig,c(X/K)
0,
où l'exposant 0 signie qu'on onsidère la partie de pente 0 dans le F -isoristal donné
par la ohomologie rigide.
Lorsque X est propre et lisse, e théorème est dû à Bloh (lorsque p est assez grand)
et Illusie (pour tout p, [35℄, II, 5.4). Dans le as général, 'est un résultat d'Étesse et
Le Stum ([28℄, prop. 6.3).
Ils se déduit dans e as des propriétés du omplexe de de Rham-Witt via une géné-
ralisation de la suite exate d'Artin-Shreier
0→ (Z/pZ)X → OX
1−F
−−→ OX → 0
(suite exate de faiseaux étales sur X). Plus généralement, siWnOX désigne le faiseau
des veteurs de Witt de longueur n sur X , on a une suite exate de faiseaux étales
sur X :
0→ (Z/pnZ)X →WnOX
1−F
−−→ WnOX → 0
qui induit par passage à la ohomologie, puis passage à la limite une suite exate en
ohomologie étale :
0→ H i
ét
(X,Zp)→ H
i(X,WOX)
1−F
−−→ H i(X,WOX)→ 0
qui identie H i
ét
(X,Qp) ⊗ K au plus grand sous-F-isoristal de pente 0 dans le F-
isoristal H i(X,WOX)⊗W (k)K. (Compte tenu du fait que H
i(X,WOX) est pour tout
entier i un W (k)-module de type ni, la surjetivité de 1−F est une propriété générale
des F -ristaux, f. par exemple [35℄, II, 5.3.) La théorie du omplexe de de Rham-Witt
de Bloh et Illusie, et en partiulier la dégénéresene de la suite spetrale des pentes
([35℄, II, 3.5), implique que e dernier espae vetoriel est le plus grand sous-F-isoristal
de pentes [0; 1[ dans H i
rig
(X/K). Le résultat s'ensuit si X est propre et lisse.
Dans le as général, Étesse et Le Stum ombinent des suites exates d'Artin-Shreier,
le alul syntomique de la ohomologie ristalline (initié par Fontaine et Messing
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dans [29℄), la ohomologie ristalline  de niveau variable  et un théorème de Berthelot
selon lequel ette dernière permet de aluler la ohomologie rigide.
Théorème 5.2.  Soit k un orps parfait de aratéristique p > 0, X un k-shéma
de type ni de dimension d.
a) pour tout i, H i
rig,c(X/K) est un F-isoristal dont les pentes appartiennent à l'inter-
valle [max(0, i− d),min(i, d)] ;
b) si X est lisse, 'est enore vrai de H i
rig
(X/K).
(Dans le as non lisse, la ohomologie rigide fournit enore des F -isoristaux, mais je
ne sais pas e qu'on peut dire des pentes.)
Le b) est onséquene du a) ompte tenu de la dualité de Poinaré en ohomologie
rigide : il existe un morphisme trae
H2d
rig,c(X/K)
Tr
−→ K
tel que Tr ◦F = pdF qui induit par up-produit des isomorphismes (X est lisse)
H i
rig
(X/K) ≃ H2d−i
rig,c (X/K)
∨(−d)
où le twist (−d) signie que le Frobenius est multiplié par pd. Notons au passage que
ela implique l'injetivité des Frobenius sur la ohomologie rigide (resp. la ohomologie
rigide à support propre).
Avant de montrer le a), faisons quelques remarques.
1) On peut supposer que le orps k est algébriquement los et que X est réduit. On
peut aussi supposer que X est onnexe ar la ohomologie rigide d'une réunion disjointe
est la somme direte des ohomologies rigides.
2) Si X est projetive et lisse, le théorème de omparaison entre ohomologies rigide
et ristalline implique que H i
rig
(X/K) est un F-isoristal à pentes positives ou nulles.
Par dualité de Poinaré, elles sont don ≤ d. Le théorème de Lefshetz faible en oho-
mologie ristalline implique alors que les pentes appartiennent à l'intervalle [0; i], don
à l'intervalle [i− d; i] via la dualité de Poinaré.
3) Si U est un ouvert dense de X et Z le fermé omplémentaire, la suite exate longue
d'exision
→ H i
rig,c(Z/K)→ H
i
rig,c(U/K)→ H
i
rig,c(X/K)→
et l'hypothèse que l'assertion a) est vériée en dimension < dimX montrent qu'il est
équivalent de démontrer l'énoné a) pour X et pour U .
4) Si U ′ → U est un revêtement étale de k-variétés lisses, la ohomologie rigide à
support propre de U ′ admet elle de U omme fateur diret, si bien qu'il sut de
démontrer l'assertion a) pour U ′.
Démontrons maintenant a) par réurrene sur la dimension deX . D'après le théorème
d'altération de de Jong ([36℄, th. 4.1), il existe un ouvert dense U ⊂ X , une k-variété
projetive et lisse X ′, un ouvert U ′ ⊂ X ′ et un revêtement étale U ′ → U .
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D'après 2), l'assertion a) est vraie pour X ′. D'après 3), elle est don vraie pour U ′ et
la remarque 4) entraîne sa véraité pour U , don aussi pour X grâe à 3).
Remarque 5.3 (Référenes bibliographiques).  La démonstration est elle suggérée
par Berthelot dans [6℄, remarque 3.9 et se trouve aussi dans l'artile [17℄ de B. Chia-
rellotto et B. Le Stum. En suivant ette approhe, es auteurs ont aussi éluidé la
struture des poids ('est-à-dire des valeurs absolues arhimédiennes des valeurs propres
de Frobenius) sur la ohomologie rigide à support propre d'une variété sur un orps
ni (f. [15℄ et [16℄). Ils doivent faire usage du théorème de Katz-Messing : dans [42℄,
es derniers déduisent des onjetures de Weil et du théorème de Lefshetz diile
en ohomologie ℓ-adique les théorèmes orrespondants en ohomologie ristalline.
Signalons aussi que Kedlaya a réemment adapté à la ohomologie rigide (voir [45℄). la
démonstration par Laumon des onjetures de Weil.
On peut en fait démontrer un analogue de e théorème sur un orps ni, via la
ohomologie étale ℓ-adique, et 'est ainsi que proède Ekedahl dans [25℄. Cela néessite
de montrer au préalable que les valeurs propres de Frobenius sur la ohomologie ℓ-
adique à support propre sont des entiers algébriques, e qui est fait par Deligne ( 5
de l'exposé [40℄). On peut alors, par un dévissage analogue, étudier leurs valuations
p-adiques.
Enn, signalons un artile de M. Kim [46℄ dans lequel la ohomologie rigide est
remplaée par elle d'un omplexe de de Rham-Witt à ples logarithmiques.
6. LES THÉORÈMES D'EKEDAHL ET ESNAULT
Dans e paragraphe, je présente deux théorèmes dus à T. Ekedahl [25℄ et H. Es-
nault [26℄ qui permettent de ontrler la partie de pentes < 1 dans la ohomologie
rigide. Leur utilité apparaîtra aux paragraphes suivants, lorsque nous déduirons de
ette partie de pente < 1 des renseignements géométriques. Dans [38℄, B. Kahn redé-
montre es énonés analogues à l'aide des motifs birationnels, notion qu'il a introduite
ave R. Sujatha.
Si (M,F ) est un F-isoristal et si α ∈ Q, notons M>α et M<α les plus grands sous-
F-isoristaux de M dont les pentes soient respetivement stritement supérieures et
inférieures à α.
Théorème 6.1 (Ekedahl).  Soit k un orps parfait de aratéristique positive. Soit
X et Y deux k-shémas de type ni, intègres de même dimension d.
a) S'il existe une appliation rationnelle dominante X → Y , il existe pour tout i, une
injetion de F-isoristaux (anonique) de H i
rig,c(Y )
>d−1
dans H i
rig,c(X)
>d−1
;
a
′
) S'il existe une appliation rationnelle dominante X → Y et si X et Y sont lisses,
H i
rig
(Y )<1 s'injete anoniquement dans H i
rig
(X)<1.
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b) Si X et Y sont birationnels, alors pour tout i, H i
rig,c(X)
>d−1
et H i
rig,c(X)
>d−1
sont
des F-isoristaux isomorphes.
b
′
) Si X et Y sont lisses et birationnelles, alors pour tout i, les F-isoristaux H i
rig
(X)<1
et H i
rig
(Y )<1 sont isomorphes.
Les énonés a
′
) et b
′
) se déduisent des énonés a) et b) par dualité de Poinaré. Il est
par ailleurs lair que a) implique b), e qui nous ramène à démontrer l'énoné a).
Il existe des ouverts lisses et denses U ⊂ X et V ⊂ Y sur lesquelles l'appliation
rationnelle X → Y induit un morphisme ni et plat f : U → V . Les suites exates
d'exision assoiées aux ouverts U et V et l'étude des pentes de la ohomologie rigide
à support propre impliquent que l'on a des isomorphismes (induits par les inlusions)
H i
rig,c(U/K)
>d−1 → H i
rig,c(X/K)
>d−1, H i
rig,c(V/K)
>d−1 → H i
rig,c(Y/K)
>d−1.
Par ailleurs, à f est attahé deux morphismes de F-isoristaux
f∗ : H
i
rig,c(U/K)→ H
i
rig,c(V/K) et f
∗ : H i
rig,c(V/K)→ H
i
rig,c(U/K)
tels que f∗ ◦ f
∗ = deg(f). Il en résulte que f ∗ est injetif et le résultat s'en déduit.
Théorème 6.2 (Esnault).  Soit k un orps de aratéristique p > 0. Soit X une
variété propre et lisse telle que, notant Ω une lture algébrique du orps des fontions
k(X), CH0(XΩ)Q = Q. Alors, pour tout i > 0, H
i
rig
(X/K)<1 = 0.
On peut supposer que k est algébriquement los. D'après un théorème de Bloh ([8, 9℄,
je rappelle aussi l'argument plus bas), il existe un ouvert dense U de X et un point
x0 ∈ X(k) tel que sur U ×X , notant ∆X la diagonale de X ×X ,
(6.3) ∆X = U × [x0] dans CHd(U ×X)Q.
Autrement dit, le graphe Γj ⊂ U×X de l'immersion fermée j : U → X est linéairement
équivalent à U × [x0] dans CHd(U ×X)Q.
Remarquons qu'une lasse de ohomologie α ∈ H2d
rig
(U × X) dénit une orrespon-
dane sur la ohomologie rigide à support propre :
α∗ : H
i
rig,c(U)
q∗
−→ H i
rig,c(U ×X)
∩α
−→ H i+2d
rig,c (U ×X)
p∗
−→ H i
rig,c(X).
L'appliation q∗ existe ar X est propre, l'aouplement ∩α vient de elui entrep oho-
mologie rigide à support propre et ohomologie rigide (déni dans [5℄) et l'appliation
p∗ est la transposée, via la dualité de Poinaré, de l'appliation p
∗
sur la ohomologie
rigide. Le graphe de j a une lasse γ(Γj) dans H
2d
rig
(U ×X), onstruite dans [59℄ et l'on
a pour tout i,
γ(Γj)∗ = j∗ : H
i
rig,c(U)→ H
i
rig,c(X).
Mais la déomposition (6.3) arme que modulo l'équivalene rationnelle, Γj = p
∗[x0],
don, en passant aux lasses de yles ([59℄, prop. 6.10),
γ(Γj) = p
∗γ([x0]), γ([x0]) ∈ H
2d
rig
(X)
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Par suite, pour toute lasse ξ ∈ H i
rig,c(U),
j∗(ξ) = γ(Γj)∗(ξ) = p∗(q
∗(ξ) ∩ p∗(γ([x0]))
= p∗(q
∗(ξ)) ∩ γ([x0]).
Comme p∗(q
∗(ξ)) ∈ H i−2d
rig,c (X), il est nul pour i < 2d et nalement, les homomorphismes
j∗ : H
i
rig, c(U) → H i
rig,c(X) sont nuls pour 0 ≤ i < 2d. (En degré 2d, 'est un isomor-
phisme.) D'après le théorème 6.1, ils induisent des isomorphismes sur les parties de
pentes > d− 1. Par onséquent, pour tout i, le F-isoristal H i
rig,c(X)
>d−1
est nul.
Par dualité de Poinaré, H i
rig
(X)<1 = 0 si i > 0.
Donnons pour terminer la démonstration de l'existene d'une déomposition (6.3).
L'hypothèse est que CH0(XΩ)Q = Q, où Ω est une lture algébrique de k(X). On
suppose toujours que le orps k est algébriquement los. Soit x0 un point géométrique
de X et soit η son point générique ; ils dénissent deux points de X(k(X)) et leur
diérene α est un 0-yle sur Xk(X). Par hypothèse, leur diérene est de torsion sur
XΩ, don sur une extension nie K de k(X). En prenant des normes, on voit que α est
déjà de torsion dans CH0(Xk(X)). Cela signie qu'il existe un ouvert U de X tel que le
d-yle α¯ = X × [x0]−∆X est de torsion sur U ×X .
Rappelons maintenant quelques onditions qui arment que le groupe CH0(XΩ)Q
est égal à Q.
Une lasse importante de variétés où elle est vériée est fournie par les variétés (géo-
métriquement) rationnellement onnexes : il s'agit de variétés propres X pour lesquelles
deux points généraux (disons sur une extension du orps de base de ardinal non dé-
nombrable) sont joints par une ourbe rationnelle, 'est-à-dire par l'image d'un mor-
phisme P1 → X . Les variétés faiblement unirationnelles sont évidemment rationnelle-
ment onnexes ; l'énoné b) redonne ainsi l'un des résultats prinipaux de la note [25℄.
Plus généralement, une variété X est dite rationnellement onnexe par haînes si
deux points quelonques sont joints par une haîne de ourbes rationnelles. D'après un
théorème dû indépendamment à F. Campana et J. Kollár, Y. Miyaoka et S. Mori, les
variétés de Fano, 'est-à-dire les variétés projetives lisses dont le bré antianonique
est ample, sont rationnellement onnexes par haînes. (Voir [20℄, prop. 5.16.) En ara-
téristique zéro, une variété propre et lisse qui est rationnellement onnexe par haînes
est en fait rationnellement onnexe.
On peut démontrer que si X est rationnellement onnexe par haînes, deux
points quelonques de X sont reliés par une haîne de ourbes rationnelles. Ainsi,
CH0(XΩ)Q = Q.
Remarque 6.4.  Si dimX ≤ 3, et si X est séparablement unirationnelle, ou bien
de Fano, on sait que les groupes de ohomologie H i(X,OX) sont nuls pour i ≥ 1
(Nygaard [58℄, Shepherd-Barron [63℄). On peut alors en déduire que pour i ≥ 1,
H i(X,WOX) = 0, d'où une autre approhe au théorème 6.2.
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Remarque 6.5.  Dans [26℄, H. Esnault énone son théorème sous l'hypothèse, appa-
remment plus forte, que CH0(XΩ) = Z ; elle est en fait équivalente. Notons CH
0(XΩ)
0
le noyau de l'appliation degré CH0(XΩ)→ Z et soit alb: X → A l'appliation d'Alba-
nese de XΩ. Comme A est engendrée par l'image de X , l'appliation CH
0(XΩ)
0 → A(Ω)
déduite de alb est surjetive. Si CH0(XΩ)Q = Q, CH
0(XΩ)
0
est un groupe de torsion,
A(Ω) aussi, et don A = 0. Par ailleurs, un théorème de Rotman [60℄ omplété par
Milne [55℄ arme que l'appliation CH0(XΩ)
0 → A(Ω) induit un isomorphisme sur les
sous-groupes de torsion. Il en résulte que CH0(XΩ)
0
est sans torsion, don nul. Ainsi,
CH0(XΩ) = Z.
7. RETOUR SUR LA FONCTION ZÊTA
Comme je l'ai déjà mentionné au  5, la formule des traes de Lefshetz en ohomologie
rigide à support propre montre que la partie de la ohomologie de pente < α fournit
une ongruene modulo qα pour le nombre de points rationnels.
Par suite, les théorèmes 6.1 et 6.2 impliquent le théorème suivant :
Théorème 7.1.  Soit X et Y deux variétés propres, lisses et géométriquement
onnexes sur le orps ni Fq. Soit Ω une lture algébrique de Fq(X).
a) Si XΩ et YΩ sont birationnelles, alors |X(Fq)| ≡ |Y (Fq)| (mod q) ;
b) Si CH0(XΩ)Q = Q, alors |X(Fq)| ≡ 1 (mod q).
Même si l'énoné a) ne gure pas expliitement dans la note [25℄, 'en est une onsé-
quene immédiate. D'un autre té, il est évident si X et Y sont liées par un élatement
de entre lisse. Il le serait plus généralement pour tout ouple de variétés birationnelles,
si l'on disposait d'un théorème de fatorisation faible en aratéristique positive. Dans
leur artile réent [48℄, G. Lahaud et M. Perret ont fait marher ette approhe en
dimension 3.
Puisque les variétés de Fano sur un orps algébriquement los sont rationnellement
onnexes par haînes, il en résulte ainsi le théorème, onjeturé par Lang et Manin [51℄ :
Corollaire 7.2 (Esnault).  Soit X une variété de Fano sur un orps ni Fq. Alors,
|X(Fq)| ≡ 1 (mod q). Il est en partiulier non nul.
On en déduit aussi le résultat :
Proposition 7.3.  Soit X une variété propre, lisse et géométriquement onnexe sur
un orps ni Fq. Supposons que X soit géométriquement dominée par une k-variété Y ,
propre, lisse et onnexe, de même dimension, telle que H i
ét
(Y,Qp) = 0 si i 6= 0. Alors,
pour toute extension nie F de Fq, |X(F)| ≡ 1 (mod p).
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Remarque 7.4.  Le théorème d'Esnault peut être mis en parallèle ave plusieurs résul-
tats réents. Soit k le orps des fontions d'une ourbe projetive et lisse sur un orps
algébriquement los. Graber, Harris, Starr [30℄, et de Jong et Starr [37℄ ont montré
qu'une k-variété projetive, lisse qui est séparablement rationnellement onnexe a un
point rationnel. Un tel orps k, de même qu'un orps ni, est C1, don de dimension
ohomologique au plus 1. Cependant, Colliot-Thélène et Madore ont onstruit dans [18℄
une surfae ubique sur un orps p-adique qui n'a pas de point rationnel. La question
de savoir si une variété séparablement rationnellement onnexe (voire rationnellement
onnexe par haînes) sur un orps C1 admet un point rationnel reste ouverte.
Remarque 7.5.  Contrairement au théorèmes d'Ax et Katz, la démonstration du théo-
rème 6.2 néessite une hypothèse de lissité Bloh, Esnault et Levine [10℄ ont proposé
de remplaer la déomposition de la diagonale dans le groupe de Chow (formule (6.3))
par une déomposition analogue dans un groupe de ohomologie motivique adéquat.
Leur ondition entraîne une minoration des pentes de la ohomologie rigide et ils ont
montré qu'elle est vériée dans le as des hypersurfaes de degré d ≤ n éventuellement
singulières de l'espae projetif Pn.
Les variétés singulières ne sont pas ouvertes par le théorème 6.2, alors que
8. SIMPLE CONNEXITÉ DE CERTAINES VARIÉTÉS
On peut aussi appliquer es onsidérations pour étudier le groupe fondamental de
ertaines variétés algébriques, notamment les variétés unirationnelles.
Rappelons que J-P. Serre a démontré dans [62℄ que le groupe fondamental d'une telle
variété est trivial, pourvu que le orps de base soit de aratéristique zéro.
Lemme 8.1.  Soit X une variété projetive lisse, géométriquement onnexe, sur
un orps de aratéristique zéro. On suppose que X est unirationnelle, ou que X
est de Fano, ou, Ω désignant la lture algébrique du orps des fontions de X, que
CH0(XΩ)Q = Q. Alors, χ(X,OX) = 1.
Dans le premier as, on a en eet H0(X,ΩiX) = 0, pour i > 0, omme on le voit
en tirant une i-forme de X à l'espae projetif : elle y sera régulière hors d'un lieu de
odimension 2, don partout, don nulle. En aratéristique zéro, et espae a même
dimension que H i(X,OX), d'où l'assertion. Dans le seond as, si i > 0, H
i(X,OX) est
dual de Hd−i(X,ω−1X ), don est nul par le théorème d'annulation de Kodaira.
Le dernier as se démontre en déomposant la diagonale mais en théorie de Hodge.
Par le même argument que dans la preuve du théorème 6.2, il existe un ouvert dense U
de X tel que l'appliation H iDR(X) → H
i
DR(U) soit nulle pour i > 0. D'autre part, la
théorie de Hodge mixte de P. Deligne fournit une fatorisation
H iDR(X)→ H
i
DR(U)→ H
i(X,OX),
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l'appliation omposée étant surjetive (f. [22℄, (3.2.13), (ii)). Il en résulte que
H i(X,OX) = 0 pour i > 0.
Corollaire 8.2.  (En aratéristique zéro.) Une variété propre et lisse qui est uni-
rationnelle, ou de Fano, ou rationnellement onnexe par haînes, n'a pas de revêtement
étale ni non trivial.
Si f : Y → X est un tel revêtement, remarquons que l'hypothèse implique que Y
est aussi unirationnelle (resp. de Fano). Par suite, on a χ(Y,OY ) = 1. Or, le théorème
de Riemann-Roh implique que f∗ ch(OY ) = deg(f) ch(OX), si bien que χ(Y,OY ) =
deg(f)χ(X,OX). Néessairement, deg(f) = 1.
Remarque 8.3.  a) Si le orps de base est C, le groupe fondamental topologique de
telles variétés est aussi trivial.
b) Soit X une surfae d'Enriques sur le orps des nombres omplexes. Bloh, Kas et
Lieberman montrent dans [11℄ que sur X , tout zéro-yle et de degré nul est ration-
nellement équivalent à 0. L'hypothèse CH0(XΩ)Q = Q ne sut don pas à assurer la
validité du orollaire préédent.
En aratéristique p > 0, les hoses sont plus ompliquées. Tout d'abord, il existe
des surfaes unirationnelles non simplement onnexes (Shioda, [64℄) : si p 6= 5 et p 6≡ 1
(mod 5), la surfae d'équation
X50 +X
5
1 +X
5
2 +X
5
3 = 0
dans P3 est unirationnelle mais possède une ation libre du groupe des raines 5-ièmes
de l'unité (par Xi → ζ
iXi). La surfae de Godeaux obtenue par quotient est alors
unirationnelle mais n'est pas simplement onnexe : son groupe fondamental est Z/5Z.
Cet exemple montre aussi qu'en aratéristique positive, une variété rationnellement
onnexe par haînes X ne vérie pas forément H i(X,OX) = 0.
Nous allons démontrer une généralisation d'un résultat d'Ekedahl ([25℄) qui repose
sur une formule d'Euler-Poinaré en ohomologie étale p-adique, démontrée par R. Crew
dans [19℄.
Proposition 8.4.  Soit k un orps algébriquement los de aratéristique p et soit
f : Y → X un revêtement étale galoisien de k-shémas séparés de type ni, de degré une
puissane de p. On a alors les formules suivantes entre aratéristiques d'Euler-Poinaré
en ohomologie étale à support propre :
χ
ét,c(Y,Qp) = deg(f)χét,c(X,Qp) et χét,c(Y,Z/pZ) = deg(f)χét,c(X,Z/pZ).
En onsidérant la suite exate
0→ Zp → Zp → Z/p→ 0
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et en utilisant le fait que la ohomologie étale à support propre à oeients dans Zp
est représentée par un omplexe parfait de Zp-modules, on démontre que
χ
ét,c(X,Qp) = χét,c(X,Z/pZ) et χét,c(X,Qp) = χét,c(X,Z/pZ),
si bien que la seonde formule implique la première.
Le faiseau étale f∗(Z/pZ) sur X est loalement onstant et orrespond à une
représentation de son groupe fondamental sur un Fp-espae vetoriel de dimen-
sion d = deg(f), représentation qui provient d'une représentation de Gal(Y/X).
Comme e groupe est un p-groupe, ette représentation est extension suessive de re-
présentations triviales. Autrement dit, f∗(Z/pZ) est extension suessive de d faiseaux
Z/pZ. Par suite
χ
ét,c(Y,Z/pZ) = χét,c(X, f∗(Z/pZ)) = dχét,c(X,Z/pZ).
D'après le lemme 5.1, si X est unirationnelle, resp. Fano, resp. rationnellement
onnexe par haînes, sur un orps algébriquement los k de aratéristique p, on a
χ
ét,c(X,Qp) = 1. Mais un revêtement étale d'un telX est aussi unirationnel (resp. Fano,
resp. rationnellement onnexe par haînes). L'argument utilisé dans la preuve du o-
rollaire 8.2 permet alors de montrer le théorème suivant, dû à Ekedahl dans le as
unirationnel.
Proposition 8.5.  Soit k un orps algébriquement los de aratéristique p > 0 et
soit X une variété propre, lisse sur k.
Si X est Fano, ou si X est rationnellement onnexe par haînes, son groupe fonda-
mental est un groupe ni d'ordre premier à p.
Avant de démontrer e résultat, rappelons que les variétés dites séparablement ration-
nellement onnexes sont simplement onnexes. (Cela résulte du théorème de de Jong
et Starr, f. l'exposé [21℄ d'O. Debarre).
Par ailleurs, on peut démontrer qu'une variété propre, dénie sur un orps algé-
briquement los qui est normale et rationnellement onnexe par haînes, a un groupe
fondamental ni (Campana [13℄ en aratéristique zéro. Voir [14℄ pour le as général.)
Démontrons maintenant la proposition 8.5. Soit Y → X un revêtement étale galoisien
de groupe G. Si X est de Fano (resp. rationnellement onnexe par haînes), notons que
Y l'est aussi. Soit P un p-sous-groupe de Sylow de G, de sorte que le revêtement
Y → Y/P est étale galoisien de groupe P . Les variétés Y , Y/P vérient χ
ét
(Y,Qp) =
χ
ét
(Y/P,Qp) = 1 et la formule de Crew arme que χét(Y,Qp) = |P |χét(Y/P,Qp). On
a don P = {1}.
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